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Premier probleme
Premiére partie
Quelques propriétés de ¢,

1.1.

1.1.1. Soit x = (o, ..., xp—1) € CP.

Ona, ¢,(z) =0« Vk € {0,....p — 1}, Pm(w]’j) = 0, ce qui veut dire que les p
complexes distincts 1, w,, ..., wg’l sont racines du polynéme P, et comme celui-ci
est clairement dans C,,_;[X] on a le résultat demandé .

1.1.2.
e Pour = = (z¢, ..., Tp—1) , z = (mz), ...,x;,_l) € CP et a € C on a clairement ,
p—1 p—1 p—1
Px—‘,—a:ﬁl - Z(xﬂ + OéIL’j)Xj = ijXj + OZZQEij == Pa; + OZPI/ P et dOﬂC pOl,lI'
Jj=0 j=0 j=0
k

tout entier k£ € {0,...,p—1}ona, P ./ (wv;) = Px(w’;) +aP, (wz) , ce qui veut

dire que , @, (z + ar') = P, (x) + a@p(az/) et donc que @, est un endomorphisme
du C-espace vectoriel C? .
e L'endomorphisme ®,, étant injectif (d’apres 1.1.1.) et le C-espace vectoriel C?

étant de dimension finie p on conclut que ®,, est un automorphisme de C” .

1.2
1.2.1. Par définition de M on a pour tout (i,5) € {0,...,p — 1}?, m; ; est égal a la

composante suivant e; du vecteur ®,(e;) et donc que , m; ; = P, (w,) = v/ .

P
1 1 1 e 1
2 ~1
1wy " wh
1.22.0nadonc M = | 1 wf, f; wﬁ(p ~1 | et on reconnait la
1 wgfl wi(pfl) o w](gpfl)Q
matrice de Vandermonde du p-uplet complexe (1, w,, ..., w£—1) et donc en parti-
culierona, detM = H (w)—w}) # 0, ce qui veut dire que M est inversible
0<i<j<p-—1

et on retrouve le fait que I'endomorphisme ®,, est un automorphisme de C” .



1.3.

1.3.1.
p—1
e Si i = j on a clairement, Zw(i_j)k =p.
k=0
o p—1 o 1— w(i—j)P
e Sinononaw'’/ # 1 etdonc Zw("_J)k = 2 =0,carwh =1.
1—-w,
k=0
1.3.2. )
p—1 p—1 p—1|p—1 p—1 /p—1 p—1
>l = 3P = 30 3wl = (Z v, ) >y
k=0 k=0 k=0 |j= k=0 \i=0 §=0
p—1
SIND M e
k=0 (i,5)€{0,...,p—1}2
p—1
= Z TT; Z w{~)* (par inversion des deux sommes )
p—1 p—1
= Z TiTip =D Z \xk|2 (en utilisant 1.3.1.) .
i=0 k=0
p—1 p—1
Dou, ®,(z) =y = (Yo, --sYp—1) =0 & Z lye|? =0 @pz lzp> =0 2=0.
k=0 k=0

et on retrouve l'injectivité de 'endomorphisme &, .

1.4.
1.4.1.
Par définition du produit matriciel on a pour tout (i, j) € {0,....,p — 1}?,
~1 ~1
(MM), . = Z’Z Mg My = pz w{ ™" et on voit en utilisant 1.3.1. que,
MM = pl, ,k(;fi I,, désigne lef ;Isatrice unité d’ordre p .
1.4.2.
On retrouve l'inversibilité de M avec en plus 'expression de son inverse ,
M= 197
p

Deuxiéme partie
Un peu d’algorithmique

2.1.

2.1.1. Montrons par une récurrence finie sur k£ € {0,...,p — 1} qu’a I’étape k de la
boucleona: E;, = w;; , Fr. = w]],f'yk , = P —}—wll‘f’yk et Qpyp = Or — w]],f”yk .

e initialisation : 'algorithme montre clairement qu’a I’étape 0 de la boucleon a,

Eo=1,Fy=",00 =00+ et az =fo—0.



o hérédité : si la propriété est vraie pour un certain k € {0, ...,p — 2} l'algorithme

k+1

montre aussi clairement qu’a l’étape k+1 delaboucleona: Ey 1 = wp By = w,,

k1 k1
Fit1 = Egr1ve+1 = wy, i1, Oék:+1 = Brt+1 + Frt1 = Br+1 +w, Ty et

Qppigz = Br+1 — Frr1 = Brr1 — w 7k+1 ce qui acheve la récurrence .

2.1.2. Comme , @2 (b) = (Bo, .., Bz 1) et @g(c) (70, -, 72 1) on a pour tout
21

p k: _ 2k
ke{O,...,§—1} , Br = Py(w}) = wa Za2jwpa et
§=0

p_1q r_1
2 2
Ve = Pc(wg) = cjwlg = a2j+1w§k9 , vuquewp = wg , et on voit que
j=0 j=0
r_1 z_1
pour tout k € {0,...,= — 1} , Gk —|—w Ve = Z aojw 2’” + Z azj+1w, k(2j+1)
7=0 7=0
p =
C s . k kj
ce qui s’écrit aussi Vk € {0, ..., 5~ 1}, ar = Gk +wp Yk = Zajij
j=0

et comme on a aussi pour tout k£ € {0, ..., g -1},

-1 5-1 p—1
_ _ o ks, — 42kj . k(2j+1) _ 1\ kT
gz = B —wpvk = g ag;w, agj41W, = (—1) ajwy
=0 i=0 =0
p—1
ker P .
= ajw,(, )i ,car wy =e"=-1,
7=0

e

onvoitque,Vk € {0,...,p—1} , a; = Zajw;jj = Pa(w]’;’)
3=0

c’est a dire que , ®,(a) = (ag, ..., p—_1) .

2.2,
2.2.1

e Le calcul de ®5(ag, a1) = (ap + a1, ap — a1) nécessite 2 additions et 0 multiplica-
tions, soit sy = 2etr; =0.

e L'algorithme décrit dans la question 2.1. permettant de calculer ®5- (ao, ..., a,) a
partir de ®9n-1(ag, as, ..., azn_2) et de Pon—1(aq, as, ..., azn_1) nécessite 2 additions

et 2 multiplications a chacune de ses g = 277! étapes ce qui se traduit par la

n=28,-1+ 2"
n=2rp_1+ 2"

relation récurrente



2.2.2

Sn Spn—1

e |
. Sp =281 +2" ) 2n 2n—1
e La relation s’écrivant aussi
rp = 2rn—1 +2" T _ Tn_1 1
Qn 2n—1
n n
Sn S1 Sk Sk—1
TR TR I ik = D Dl
on voit que o2 s
Tn T1 Tk Tk—1
=it g g =0t ) l=n—1
k=2 k=2
Sy, =n2" . .. 1.
et donc que puis que le nombre total des additions et multipli-
T, = (n—1)2"
. ) . n 2(n(p)
cations nécessaires au calcul de ®on (a) est, s, +1, = (2n—1)2" =p o 1
n

2.3. Cofit du calcul de ®,(a) par I'algorithme de Horner
2.3.1. 1l faut,

1 addition et 1 multiplication pour calculer Aa,_1 + a,—2

1 addition et 1 multiplication pour calculer (Aap—1 + ap—2) A + ap—3
jusqu’a

1 addition et 1 multiplication pour calculer,

P,(A) = (.. (Map—1 + ap—2) A+ ap—3) ..a1) A+ ag

soit, p — 1 additions et p — 1 multiplications pour calculer P, ()

soit , 2p — 2 additions et multiplications pour calculer P, (\) .

2.3.2 Le calcul de chaque composante oy, = Pa(w]’; ) de ®,(a) nécessitant 2p — 2
additions et multiplications , on voit que la calcul de ®,(a) par l'algorithme de

Horner nécessite 2p(p — 1) additions et multiplications .

2.3.3
e Le nombre d’opérations (additions et multiplications) que nécessite le premier
algorithme (décrit dans 2.1.) pour le calcul de ®,(a) étant,
2ptn(p
( ) — D =p—oo O(pﬁn(p))

In?2
e le nombre d’opérations (additions et multiplications) que nécessite 1’algorithme

de Horner (décrit dans 2.3.) pour le calcul de ®,(a) étant,
2p(p — 1) =p—oe O(*),

on voit que , pour p assez grand , le premier algorithme est plus rapide dans le

calcul de ®,(a) que l'algorithme de Horner .



Deuxiéme probléeme
Premiére partie

1.1.

Ona lim P,u(x)= lim 2°=-occ et lim P,u(x)= lim 2° = 4o

T——00 T——00 T+ 00 T+ 00
Ve <a, Pyp(z) < —1
Ve >3, Pyp(x) >1
et comme la fonction polyndmiale P, ; est continue sur R, le théoreme des va-

donc en particulier on peut trouver deux réels a et 3 tels que

leurs intermédiaires donne l'existence d'un réel v €]a, §[ tel que P, ,(v) =0, ce

qui veut dire que le polyndme F, ;, admet au moins une racine réelle .

1.2. (a,b) # (0,0) .

/7

1.2.1.Sit € R est une racine double de P, ; alors on doitavoir P, ;(t) = P, ,(t) = 0

o > —3at +2b=0 3at®> — > =2b ) .
Cc’est a dire et donc soita=t"etb=1¢
3t2 —3a =0 t?=a

et dans ce cas on a clairement P, 5(X) = X® — 312X +2t3 = (X — )*(X + 2¢) .

b
1.2.2.Si a® = b? c’est que a # 0 (vu que (a,b) # (0,0)) d’ot en posant t = — # 0
a
b2 a3 3 3 b3 ) )
priaie i aett’ = pr il bet par suite P, ,(X) = (X —1)*(X +2t)
et on voit que ¢ est bien une racine double du polyndéme P, j, .

onat® =

1.3.

e On a d’aprés 1.2.1., (a,b) € T'\ {(0,0)} = (a,b) € {(t*,#*) ; t € R} \ {(0,0)}
eEBtona, (a,b) € {(t*,t*); t € R} \ {(0,0)} = a* = b* et (a,b) # (0,0) et donc
d’apres 1.2.2., (a,b) € T'\ {(0,0)} . D'ou '\ {(0,0)} = {(¢?,#*) ; t e R} \ {(0,0)}
et comme on a clairement (0,0) € {(t*,#*) ; t € R}, et (0,0) € T vu que le poly-

nome Py o = X 3 admet une racine au moins double , on a le résultat demandé.

1.4. (a,b) ¢ T signifie que P, est a racines simples et comme il est a coefficients
réels les deux racines complexes distinctes z; et z2 sont soit toutes les deux réelles
soit non réelles conjuguées , et dans les deux cas on a

((c=z1)(c —22))" = |e = z1*|e — z2f*.

1.4.1.

e En effectuant la division euclidienne de X® — 3aX + 2b par X — ¢ on trouve ,
Pop=X?—-3aX +2b= (X —¢)(X*+cX + c® — 3a) et comme on a aussi ,

xr1 + 9 = —cC

Pup =X —3aX +2b= (X —c)(X —21)(X — z2) on voit que
T1To = - 3a



d’ott (z1 — 5132)2 = (z1+ x9)? — 4z w9 = 120 — 3¢ = —3(c2 — 4a) et on voit que,

A = =3|c — z1*|c — z2|*(c* — 4a) |.

e Et comme on a aussi (z; — 72)? = 3a — 3(¢* — 3a) = 3(a — z172) et donc par

symétrie , (c — z1)? = 3(a — cz1) et (c — x2)* = 3(a — cx2) on voit que,,

A =27(a — cx1)(a — cxa)(a — x122)

A =27 (a3 — (cx1 + cxy + 2129)a® + cxrxa(c+ x1 + T2)a — (cx1x2)2)

or Py = X? —3aX +2b = (X — ¢)(X — 21)(X — 29) d’ot1 par développement ,
c+zx1+x9=0

cx1 + cxo + 1179 = —3a ce quidonne |A = —108(b* — a®) |.

crire = —2b
De ces deux expressions de A on déduit en particulier que les deux réels (non
nuls) |c — z1|%|c — x2|*(c* — 4a) et b* — a® sont de méme signe .
1.4.2.
e Si P, admet ¢ pour unique racine réelle c’est que z; et x2 sont non réelles
conjuguées , et donc (21 — z2)? = (2iIm(x1))? = —4Im?(x;) < 0, et donc
A =|c—z1*|c — 2|*(x1 — 22)? <0, etdonc b* > a®.
e Réciproquement si b > a® c’est que A = |c— z1|?|c — z2|? (71 — 72)? < 0 et donc
(1 — x2)2 < 0, les deux racines x; et x5 ne peuvent étre réelles toutes les deux
et sont donc non réelles conjuguées et c est par conséquent 'unique racine réelle

du polynéme P, j, .

e Sib® < a®alors A > 0, le polynéme P, ;, admet 3 racines réelles distinctes .
Deuxiéme partie

2.1.

e Les fonctions composantes f : t — t et g : t — t° de v sont clairement de classe
C> sur R, il en va donc de méme pour 7 .

e le point v(—t) = (t*, —t*) se déduit du point y(t) = (t*,¢*) par symétrie par
rapport a 'axe des abscisses autrement dit le support I' de I’arc paramétré ~y est
symétrique par rapport a (Oz) .

2.2.On a pour tout réel ¢,

12

ft)y=2t f)=2
gy =32 "] g'(t)=6t
et donc,

! 2 2t 2
et det (’y (t),~ (t)) = = 62
3t* 6t

e pour tout t € R*, det (7/ (1), ~ (t)> # 0 ce qui signifie que le point y(¢) est un

point birégulier de la courbe .



/

e~ (0) = (0,0) d’ot1 7(0) est 'unique point stationnaire de v, et comme
2 0 _
(0)) = = 12 # 0 on voit
0 6

que v(0) = (0, 0) est un point de rebroussement de premiere espece de =y .

12

7'(0) = (2.0),7"(0) = (0,6) et det (7(0),

17

2.3.
e Pour ¢, € R* on sait que le point v(t() est birégulier , le vecteur non nul ~ (to)

est un vecteur directeur de la tangente D, ;) en (to) a la courbe et admet donc

x— f(to) f(t z—t2 2t
pour équation , D) : f(to) f,( 0) = g 2 = 0, soit apres
y—9(to) g (to) y—ty 3t
3t t5
simplification , | D) : y = 70(33 - EO) .

e On a fy”(O) = (2,0) # (0,0) donc fy”(O) est un vecteur tangent a la courbe au

point stationnaire y(0) = (0,0) et la tangente en ce point a donc pour équation

x—0 2
Do) : = 0soit, | Dy (o) : y = 0 | ('axe des abscisses) .
-0 0
24.
e Les variations de f et g sont résumées dans le tableau suivant :
t —00 0 400
1 (1) - 0+
foy | N0
g (t) + 0 +
gt) | < 0 7
o) gt 8
*Ona tl}?oo f(t) - tl}—irpoo 2 +oo et tl}r—noo m N t—1>—oo 2 X

ce qui veut dire que la courbe admet deux branches paraboliques de direction

(Oy) (I'une se déduisant de I'autre par la symétrie d’axe Ox) .

2.5. Le dessin de I est laissé a la question 3.3.3. de la troisiéme partie .

Troisiéme partie

3.1.
3.1.1.
s . S 3to t2
D’apres la question 2.3. de la partie précédente ona, Dy,) 1 y = 7(m - g) et
: : : : 3t t5
donc si D., ;) rencontre I' en un point (t) on doit avoir ¢* = 70(152 - 50) C'esta
dire 2t° — 3tot* + t§ = 0 et comme D, ;) rencontre déja I' au point (o) ,



le polynome en ¢, 2t3 — 3tot? + t2 est divisible par ¢ — t, et la division euclidienne

donne 2t3 — 3tot? + 13 = (t — to)(2t* — tot — t3) = (t — to)*(2t + to) ce qui montre

clairement que D, ) rencontre I' en un unique point autre que (o) quest le
to

point v(¢;) ou t; = -5

3.1.2.

t
Comme t; = —50 # 0 la tangente D, ,) rencontre a son tour I' en un unique
point autre que (1) qu’est le point y(t2) oli to = — 51 # 0. On construit ainsi une

. . N l : )
suite (v(tn)), >0 de pointsde ' ot , Vn € N, t,41 = _En . La suite (t,),,>, étant
1 —1\"
géométrique de raison —5 et de premier terme {oona,Vn € N, ¢, =t (7)
o (=1)"t
4gn 7 8n
suite (y(t,)),,> est convergente de limite le point (0,0) .

ce qui donne ,Vn € N, v(¢,) = . Et on voit clairement que la

3.2
3.2.1.
e Sit =0 (out = 0)on sait d’apres la question 2.3. de la partie précédente que

la tangente D, () est ’axe des abscisses et qu’aucune autre tangente a I' ne lui est

perpendiculaire .
, , 3t t2 3t/ t'2
oSit#Oett' #0alors, Dy 1y = E(x— g)etDV(t/) Ly = 7(93— ?) sont
oo . . 3t 3t
perpendiculaires si et seulement si, 5 X5 = —1.
4
On conclut que pour tous réels t et t' ona, | D) L D) < tt' = 5
3.2.2.
S’il passe par le point (z,y) de R* deux tangentes D. ;) et D,y a I' qui soient
3t ( t2)
= —(@x — —
perpendiculaires alors on doitavoir ¢ 4 — 2 (5 — =) systéme quis’écrit aussi
o 2 4 3
9

t3—3tr +2y=0

'3 —3t'x+2y =0 eton voit que t et t’ sont deux racines distinctes du poly-

4
tt'=——
9

noéme P(Z) = Z* — 3xZ + 2y qui s’écrit donc P(Z) = (Z —t)(Z —t')(Z — a) d’ou

9
—tt'ac = 2y ce qui donne o = 2 et en écrivant P(a) =0ona,

272 27 272 27
?Z/S—?xy%-?yzo soit y(?yz— 7$+2) =0,



2 12 4
esiy=0cestquez = 3= et donc t' = —t et par suite t* = —tt' = g ce qui
4
d =—.
onne z = - 2
27 27 4 4
e sinon c’est que ?yQ -5 + 2 = 0 ce qui donne 3> = 77 (x - ﬁ) .
. 5 4 4
Et on voit que dans toutlescasona, |y = = (z— = | |(1).
27 27
3.2.3.
, 9
L+t =—<-y
Soit (z,y) € R? vérifiant (1), et (¢,t') € R? tel que 4 27 (tett'nesont
tt' = ——
i 4
autres que les solutions de 1'équation du second degré en 7', T* + §yT —9= 0
dont le discriminant est clairement strictement positif) .
9
Alorst , t'eta=—(t+1t) = 3V sont les trois solutions réelles de 1’équation du
troisieme degré en Z , Z® — 327 + 2y =0, car :
t+t'+a=0
4 4 92
tH +tat+ta=— —(t+t)V2=—2_"42=_3
+ta+ta 5 (t+1t) o 1Y T
tt'a = —2y
. 3t t2
t3 — 3tz + 2y = 0 y=5-3)
/ 12
Eten écrivant { t"° —3t'z+2y =0 ce qui est équivalent a y = 3t T — t_)
, 4 2 3
t = —— , 4
on a le résultat demandé .
3.3.0nnote, P = { (z,y) € R?; .
= Y Y 27) f°

1l est sous entendu que I'espace R? est muni de sa structure affine euclidienne canonique ;

on notera (O, 1, j) son repere orthonormé canonique .

3.3.1.

D’apreés le cours sur les coniques , P est clairement la parabole

27
e d’axe de symétrie (Ox) .

4
e de sommet le point (2 (— , 0

e de directrice D : © = d, et de foyer F(a,0) vérifiant :
M(z,y) € P MH = MF (ot H est le projeté orthogonal de M sur D),

ce qui s’écrit, (v — d)? = (v — a)? + y*, soit apres simplification ,
)
d a= -
y? =2(a — d) <x - %) et par identification on a, 257 1
d = — = —
27 9



3.3.2.

e On peut établir que (X — 2)*(X +4) = X3 — 12X + 16 soit directement par dé-
veloppement soit en utilisant la factorisation de la question 1.2.1. de la premiere
partie qui donne , (X — 2)%(X +4) = X® — 3(2)?X +2(2)% = X® - 12X + 16.

27
M(t) €eTNP < (9t3) —12(9%) + 16 = 0 < (9t* — 2)%(9t* +4) = 0, soit

4 4
e M(t)eTNP & (3)? = — <t2 - —> & 27%% — 4(27t*) 4+ 16 = 0, soit

2
M) eTNP oI —2=0&1t= :I:% , la courbe I' rencontre donc la parabole

P en les deux points <§ , :I:¥> .

3.3.3.
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